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Introducao e Objetivos

Nas aulas anteriores, exploramos os fundamentos da Andlise Combinatéria, com foco em Permutacgio e
Arranjo, e demos os primeiros passos no universo da Probabilidade, definindo espaco amostral e eventos.
Esta aula de refor¢o tem como objetivo consolidar esses conhecimentos, apresentando um novo e fundamental
conceito — a Combinagao — e resolvendo exercicios que integram as duas areas. A capacidade de quantificar o
numero de possibilidades em cendrios de incerteza é crucial para o calculo preciso de probabilidades, essencial
na estatistica e na ciéncia de dados.

Objetivos de Aprendizagem
Ao final desta aula de reforco, vocé serd capaz de:

e Revisar e aplicar os principios fundamentais de contagem, permutacao e arranjo.

e Compreender e aplicar o conceito de combinacio, distinguindo-o de arranjo e permutagio.

e Revisar e aplicar os conceitos de experimento aleatério, espago amostral e eventos.

o Utilizar os métodos de contagem (permutagdo, arranjo, combinacdo) para determinar o ntimero de
resultados em um espaco amostral e em eventos.

e (alcular probabilidades de eventos usando a abordagem cléssica, aplicando as regras da adi¢do quando
necessario.

e Resolver problemas complexos que exigem a integracao da analise combinatéria com o célculo de
probabilidades.

Revisao da Analise Combinatéria: As Ferramentas de Contagem

A anilise combinatéria nos oferece métodos sistematicos para contar o nimero de maneiras de organizar ou
selecionar itens.

Principios Fundamentais de Contagem

e Principio Aditivo: Usado para tarefas mutuamente exclusivas. Se uma tarefa pode ser feita de m
maneiras e outra de n maneiras, e elas ndo podem ser feitas simultaneamente, o total é m + n.

e Principio Multiplicativo: Usado para sequéncias de tarefas independentes. Se a primeira tarefa tem
m maneiras e a segunda tem n maneiras (para cada uma das m), o total é m x n.

Permutacao: A Ordem Importa (Todos os Itens)

Permutacao refere-se a organizacdo de um conjunto de itens. A ordem dos elementos é crucial.



Permutagao Simples
Numero de maneiras de organizar n objetos distintos. [B@BussabMorettin2017 p. 43] Férmula: P, = n!
Exemplo: Quantas filas podem ser formadas com 4 pessoas?

Py =4=4x3x2x1=24filas.

Permutagao com Repeticao

Numero de permutagdes distintas de n objetos, onde n; sdo de um tipo, n, de outro, etc. (Bussab; Morettin,
2017, p. 45)

» Tq, Mgy, T !
Férmula: P,V 27k = 1
nylnyling!

Exemplo: Quantos anagramas da palavra “BANANA”? (n = 6, ‘A’ repete 3x, ‘N’ repete 2x)

6! _ 720 _ 720 _
39 = B — 12 60 anagramas.

Arranjo Simples: A Ordem Importa (Subconjunto de Itens)

Numero de maneiras de selecionar k objetos de n objetos distintos e organiza-los, onde a ordem de selegao é
importante. (Bussab; Morettin, 2017, p. 44)

Férmula: AF = (nrii'k)'

Exemplo: De quantas maneiras 5 alunos podem ocupar as 3 primeiras cadeiras de uma fila?

! ! .
AR = (53'3), = 3 = 120 = 60 maneiras.

Combinagdo Simples: A Ordem NAO Importa (Subconjunto de Itens)

A combinagao simples é usada quando queremos selecionar k objetos de um total de n objetos distintos, e
a ordem de selecio NAO ¢ importante. Por exemplo, escolher um grupo de pessoas para uma comissdo. A
comissao {Jodo, Maria} é a mesma que {Maria, Jodo}. (Bussab; Morettin, 2017, p. 46)

Férmula: C} = (}) = Wlk)'

O simbolo () é lido como “n escolhe k” ou “n sobre k.

Exemplo: Quantas comissoes de 3 alunos podem ser formadas a partir de um grupo de 5 alunos?

; ! e MEA S 3 _ _ 5 _ 5l 5x4x3x2x1 _ 120 _ 120 _
Aqui, a ordem dos alunos na comissao nao importa. Cp = AB3T = 301 = Bx2x1)(ax1) = 6x3 = 12 = 10
comissoes.

Exemplo de Cédigo Combinacgao Simples
Python

import math
from itertools import combinations



def combinacao_simples(n, k):
"""Calcula a combinagdo simples de n elementos tomados k a k."""
if Kk < 0 or k > n:
return O
# C(n, k) =n! / (k! * (n-k)!)
return math.factorial(n) // (math.factorial(k) * math.factorial(n - k))

# Exemplo: Comiss®es de 3 alunos de um grupo de 5
n_alunos = 5
k_membros = 3
resultado_combinacao = combinacao_simples(n_alunos, k_membros)
print(
f"Namero de comissdes de {k_membros} alunos de um grupo de {n_alunos}: {resultado_combinacaol}"

)

# Listando as combinagdes (para visualizag&o)
alunos = [IIAII IIBII IICII IIDII llEIl]
3 3 b b
todas_combinacoes = list(combinations(alunos, k_membros))
print(£f"Todas as combinagdes de {k_membros} alunos: {todas_combinacoes}")
print(f"Total de combinagdes listadas: {len(todas_combinacoes)}")

R

# install.packages("gtools")
library(gtools)

combinacao_simples <- function(n, k) {
if (k<0 || k>mn) {
return(0)
}
# C(n, k) =n! / (k! * (n-k)!)
return(factorial(n) / (factorial(k) * factorial(n - k)))
+

# Exemplo: Comiss®es de 3 alunos de um grupo de 5

n_alunos <- 5

k_membros <- 3

resultado_combinacao <- combinacao_simples(n_alunos, k_membros)

cat(sprintf ("Namero de comissdes de %d alunos de um grupo de %d: %d\n", k_membros, n_alunos, resultado_

# Listando as combinagdes (para visualizag&o)
alunos <- c('A', 'B', 'C', 'D', 'E")
todas_combinacoes <- combinations(n = n_alunos, r = k_membros, v = alunos)



print ("Todas as combinagdes de alunos:")
print (todas_combinacoes)
cat (sprintf("Total de combinagdes listadas: %d\n", nrow(todas_combinacoes)))

Diagrama de Fluxo de Decisdo (Revisado)
Para auxiliar na distin¢do entre Permutacdo, Arranjo e Combinagéo:

(Para permutagao com repeticao, a distingao é uma ramificacio de Permutagao Simples: “Hd elementos
repetidos?” -> “Sim” -> Permutacdo com Repeticio)

Revisao dos Conceitos de Probabilidade

Probabilidade é a quantificagdo da chance de um evento ocorrer.

Experimentos Aleatérios e Espaco Amostral

o Experimento Aleatdério: Processo com resultados incertos, mas conhecidos de antemao (ex: lanca-
mento de dado).

o Espago Amostral (©2 ou S): O conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento aleatério.
(Ex: Para um dado, Q = {1,2,3,4,5,6}).

Eventos e Suas Operagoes

« Evento: Qualquer subconjunto do espaco amostral.

o Evento Simples: Um tnico resultado do espaco amostral.

« Evento Composto: Dois ou mais resultados.

o Unido (AU B): A ou B ocorre.

o Intersecdo (AN B): A e B ocorrem simultaneamente.

« Complemento (A° ou A): A nio ocorre.

o Eventos Mutuamente Exclusivos (ou Disjuntos): AN B = ) (ndo podem ocorrer juntos).

Probabilidade Classica e Propriedades
Para resultados equiprovaveis: (Bussab; Morettin, 2017, p. 57)

. . _ Resultados favordveis ao evento E(ng)
Férmula: P(E) T Resultados possiveis no espago amostral (N)

Propriedades:

1. 0 < P(E) < 1 para qualquer evento E.

2. P(2) =1 (probabilidade do evento certo).

3. P(0) = 0 (probabilidade do evento impossivel).
4. P(E°) =1— P(E).



Problema de Contagem
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Figure 1: Diagrama de Fluxo de Decisao



Regras da Adicao de Probabilidades
o Para eventos Mutuamente Exclusivos: P(AU B) = P(A) + P(B)
o Para eventos Nao Mutuamente Exclusivos: P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Combinatéria e Probabilidade: Aplicacoes Integradas
A verdadeira forga da combinatéria se revela no cdlculo de probabilidades para cendrios mais complexos, onde
N e np nao sao 6bvios e exigem métodos de contagem.

Exemplo Integrado: Em uma turma com 10 meninos e 8 meninas, 3 alunos serdo selecionados aleatoriamente
para representar a turma em um evento.

a) Qual a probabilidade de que os 3 alunos selecionados sejam meninos?
b) Qual a probabilidade de que sejam 2 meninos e 1 menina?

"] Solucéao

Solugao:
e Total de alunos: 10+ 8 = 18.
e Vamos selecionar 3 alunos. A ordem da selecdo nao importa para formar o grupo. Portanto,
usaremos Combinacgao.
Espaco Amostral (N): Numero total de maneiras de selecionar 3 alunos de 18.

— (3. — 18 _ 8 _ 18x17x16 _ _ .
N = Ciy = grisian = ans = “hegate = 3 X 17 x 16 = 816 maneiras.

a) Evento E1: “Os 3 alunos selecionados sdo meninos”
¢ Numero de meninos = 10. Queremos selecionar 3 meninos.

_ (3 _ 100 _ 10! _ 10x9x8 _ _ :
* N1 = CIO = m = 371 — 3xoxi 10 x 3 x 4 = 120 maneiras.
—_ g _ 120
e P(E1) =~ = 35 ~ 0.147
b) Evento E2: “2 meninos e 1 menina”
, . . . ! .
« Nimero de maneiras de selecionar 2 meninos de 10: C%) = 325 = 122 — 45 maneiras.

, . . . ! .
+ Nimero de maneiras de selecionar 1 menina de 8: Cg = & = 8 maneiras.

o Pelo Principio Multiplicativo (selecionar meninos E meninas): ng, = C3, x Ca = 45 x 8 = 360
maneiras.

o« P(E2)="£ = 360 ~ 441

Exemplo de Cédigo Problema Integrado
Python

import math
from itertools import combinations

def calcular_combinacao(n, k):
return math.factorial(n) // (math.factorial(k) * math.factorial(n - k))



# Dados do problema
total_alunos = 18
num_meninos = 10
num_meninas = 8
selecionar = 3

# -—- Espago Amostral (N) ---
N = calcular_combinacao(total_alunos, selecionar)
print(£f"Total de maneiras de selecionar 3 alunos (N): {N}")

# -—- Evento El: 3 meninos ---

n_el = calcular_combinacao(num_meninos, selecionar)
prob_el = n_el / N

print (f"Maneiras de selecionar 3 meninos (n_E1): {n_ell}")
print (£"P(3 meninos) = {prob_el:.3f}")

# -—- Evento E2: 2 meninos e 1 menina ---

n_e2 _meninos = calcular_combinacao(num_meninos, 2)

n_e2_meninas = calcular_combinacao(num_meninas, 1)

n_e2 = n_e2_meninos * n_e2_meninas # Principio Multiplicativo
prob_e2 = n_e2 / N

print (f"Maneiras de selecionar 2 meninos e 1 menina (n_E2): {n_e2}")
print (£"P(2 meninos e 1 menina) = {prob_e2:.3f}")

R

library(gtools) # Para usar a fung8o combinations se preferir, ou definir a fung&o manualmente

calcular_combinacao <- function(n, k) {
return(factorial(n) / (factorial(k) * factorial(n - k)))
T

# Dados do problema
total_alunos <- 18
num_meninos <- 10
num_meninas <- 8
selecionar <- 3

# --- Espago Amostral (N) ---
N <- calcular_combinacao(total_alunos, selecionar)
cat(sprintf ("Total de maneiras de selecionar J%d alunos (N): %d\n", selecionar, N))

# -—- Evento El: 3 meninos ---
n_el <- calcular_combinacao(num_meninos, selecionar)



prob_el <- n_ el / N
cat(sprintf ("Maneiras de selecionar J%d meninos (n_E1): %d\n", selecionar, n_el))
cat (sprintf ("P(%d meninos) = %.3f\n", selecionar, prob_el))

# --- Evento E2: 2 meninos e 1 menina ---

n_e2 meninos <- calcular_combinacao(num_meninos, 2)

n_e2 meninas <- calcular_combinacao(num_meninas, 1)

n_e2 <- n_e2_meninos * n_e2_meninas # Principio Multiplicativo

prob_e2 <- n_e2 / N

cat(sprintf ("Maneiras de selecionar 2 meninos e 1 menina (n_E2): %d\n", n_e2))
cat (sprintf ("P(2 meninos e 1 menina) = %.3f\n", prob_e2))

Verificacao de Aprendizagem

Resolva os problemas abaixo, identificando o método de contagem apropriado (permutagdo, arranjo ou
combinagdo) e aplicando-o para calcular as probabilidades solicitadas.

1. Formacao de Comité:

Em um departamento de 12 professores, sendo 7 homens e 5 mulheres, um comité de 4 professores serd
formado.

a) De quantas maneiras diferentes o comité pode ser formado?

b) Qual a probabilidade de que o comité seja composto por 2 homens e 2 mulheres?
¢) Qual a probabilidade de que o comité tenha apenas homens?

d) Qual a probabilidade de que o comité tenha pelo menos uma mulher?

2. Nimeros de Telefone:

Considere ntimeros de telefone de 8 digitos, excluindo o prefixo (DDD e DDI). O primeiro digito néo
pode ser zero.

a) Quantos nimeros de telefone distintos podem ser formados se a repeticao de digitos é permitida?

b) Quantos nimeros de telefone distintos podem ser formados se a repeticio de digitos NAO é
permitida?

¢) Qual a probabilidade de um nimero de telefone aleatério (com repetigdo permitida) ter todos os
digitos pares?

3. Ordem de Chegada:

Em uma corrida com 6 corredores (A, B, C, D, E, F), de quantas maneiras diferentes os 3 primeiros
lugares podem ser ocupados? Qual a probabilidade de o corredor A chegar em primeiro, B em segundo
e C em terceiro?

4. Cartas de Baralho:
Um baralho de 52 cartas é bem embaralhado. Duas cartas sao retiradas sem reposicao.

a) Qual a probabilidade de que ambas as cartas sejam Ases?
b) Qual a probabilidade de que uma carta seja um As e a outra seja um Rei (em qualquer ordem)?
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