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Introdução: A Pergunta de Um Milhão de Dólares
Até agora, construímos uma base sólida: definimos o que é um algoritmo (Máquina de Turing), exploramos os
limites da contagem (diagonalização) e distinguimos entre problemas totalmente e parcialmente solucionáveis
(R vs. RE). Hoje, vamos unir essas ideias para provar um dos resultados mais importantes e, talvez, mais
famosos de toda a ciência da computação.
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Imagine que você está desenvolvendo um software complexo. Antes de executá-lo com uma entrada crítica,
você gostaria de saber: “Este programa vai terminar ou entrará em um loop infinito?”. Seria incrível ter um
depurador universal que pudesse analisar qualquer programa e qualquer entrada e responder a essa pergunta.

Essa é a essência do Problema da Parada (Halting Problem). Alan Turing, em seu artigo seminal de
1936, não apenas formulou essa pergunta, mas também provou que tal depurador universal é impossível de
ser construído.

O objetivo da aula de hoje é:

Compreender e provar a indecidibilidade do Problema da Parada.

O Problema da Parada Formalizado
Na última aula, introduzimos a linguagem 𝐴𝑇 𝑀 como o exemplo canônico de um problema que é reconhecível,
mas não decidível. Vamos revisá-la, pois ela é a formalização do Problema da Parada (em sua variante de
aceitação).

Exclamation Definição: A Linguagem de Aceitação 𝐴𝑇 𝑀

𝐴𝑇 𝑀 = {⟨𝑀, 𝑤⟩ ∣ 𝑀 é uma Máquina de Turing e 𝑀 aceita a entrada 𝑤}
Onde ⟨𝑀, 𝑤⟩ é uma representação em string da máquina 𝑀 e da sua entrada 𝑤.

Teorema: A linguagem 𝐴𝑇 𝑀 é indecidível.

Vamos provar este teorema usando a nossa poderosa ferramenta: o argumento de diagonalização. A
estrutura será uma prova por contradição.

A Prova da Indecidibilidade de 𝐴𝑇 𝑀

Passo 1: A Hipótese Contraditória

Vamos supor, para fins de contradição, que 𝐴𝑇 𝑀 é decidível.

Passo 2: A Consequência da Hipótese

Se 𝐴𝑇 𝑀 é decidível, então deve existir uma Máquina de Turing 𝐻 que é um decisor para 𝐴𝑇 𝑀. Esta TM
𝐻 teria o seguinte comportamento: * 𝐻(⟨𝑀, 𝑤⟩) = aceita, se 𝑀 aceita 𝑤. * 𝐻(⟨𝑀, 𝑤⟩) = rejeita, se 𝑀 não
aceita 𝑤 (seja rejeitando ou entrando em loop). Crucialmente, a máquina 𝐻 sempre para.

Passo 3: A Construção da Máquina “Antagonista” (D)

Agora, vamos usar 𝐻 como uma sub-rotina para construir uma nova Máquina de Turing, que chamaremos de
𝐷. Esta máquina é projetada para ser diabólica e contraditória.

A máquina 𝐷 recebe como entrada apenas a descrição de uma TM, ⟨𝑀⟩.

1. Ao receber ⟨𝑀⟩, 𝐷 constrói a entrada ⟨𝑀, ⟨𝑀⟩⟩. Ou seja, ela se prepara para perguntar o que a
máquina 𝑀 faz quando recebe sua própria descrição como entrada.
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Figure 1: O comportamento da nossa hipotética Máquina de Turing H, que decide A_TM.
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2. 𝐷 então executa o decisor 𝐻 nesta entrada construída, ⟨𝑀, ⟨𝑀⟩⟩.

3. 𝐷 faz o exatamente o oposto do resultado de 𝐻:

• Se 𝐻 aceita (indicando que 𝑀 aceitaria ⟨𝑀⟩), 𝐷 rejeita.
• Se 𝐻 rejeita (indicando que 𝑀 não aceitaria ⟨𝑀⟩), 𝐷 aceita.

Passo 4: O Paradoxo

A máquina 𝐷 é uma Máquina de Turing como qualquer outra. Ela tem uma descrição, ⟨𝐷⟩. A pergunta que
quebra tudo é:

O que acontece quando executamos 𝐷 com sua própria descrição como entrada, i.e.,
𝐷(⟨𝐷⟩)?

Vamos seguir a lógica de 𝐷:

1. 𝐷 recebe a entrada ⟨𝐷⟩.
2. 𝐷 executa 𝐻 na entrada ⟨𝐷, ⟨𝐷⟩⟩.

Agora temos duas possibilidades para o resultado de 𝐻:

• Caso 1: 𝐻 aceita ⟨𝐷, ⟨𝐷⟩⟩.

– Isso significa, por definição de 𝐻, que a máquina 𝐷 aceita sua entrada ⟨𝐷⟩.
– Mas, pela definição de 𝐷, se 𝐻 aceita, 𝐷 deve rejeitar.
– Logo, 𝐷 aceita ⟨𝐷⟩ E 𝐷 rejeita ⟨𝐷⟩. CONTRADIÇÃO!

• Caso 2: 𝐻 rejeita ⟨𝐷, ⟨𝐷⟩⟩.

– Isso significa, por definição de 𝐻, que a máquina 𝐷 não aceita sua entrada ⟨𝐷⟩.
– Mas, pela definição de 𝐷, se 𝐻 rejeita, 𝐷 deve aceitar.
– Logo, 𝐷 não aceita ⟨𝐷⟩ E 𝐷 aceita ⟨𝐷⟩. CONTRADIÇÃO!

Passo 5: A Conclusão

Em ambos os casos, chegamos a uma contradição lógica inescapável. A única falha em nossa lógica foi a
suposição inicial.

A suposição de que existe um decisor 𝐻 para 𝐴𝑇 𝑀 deve ser falsa. Portanto, 𝐴𝑇 𝑀 é indecidível.
(Sipser, 2012, p. 207–208)

Este resultado é profundo. Ele não diz que é difícil resolver o Problema da Parada. Ele diz que é logicamente
impossível.

Exemplo Prático Simplificado
Para tornar o conceito mais concreto, vamos criar um exemplo simples em Python que ilustra a essência do
problema:
def tentativa_decidir_parada_simples(tem_loop_obvio):

"""Versão super simplificada do decisor"""
return not tem_loop_obvio
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Figure 2: O funcionamento da máquina antagonista D, que usa H como sub-rotina.
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def programa_antagonista_simples():
"""Programa que sempre contradiz o decisor"""
# Perguntamos: "este programa para?"
decisao = tentativa_decidir_parada_simples(False) # Dizemos que não tem loop óbvio

print(f"Decisor previu que o programa: {'para' if decisao else 'não para'}")

if decisao: # Se decisor disse que para
print("Decisor disse que paro, então vou entrar em loop infinito!")
# Aqui entraríamos em loop infinito, mas vamos simular
return "LOOP_INFINITO"

else: # Se decisor disse que não para
print("Decisor disse que não paro, então vou parar imediatamente!")
return "PAROU"

# Demonstração
resultado = programa_antagonista_simples()
print(f"Resultado real: {resultado}")
print("Contradição: decisor previu 'para' mas resultado foi 'LOOP_INFINITO'!")

Decisor previu que o programa: para
Decisor disse que paro, então vou entrar em loop infinito!
Resultado real: LOOP_INFINITO
Contradição: decisor previu 'para' mas resultado foi 'LOOP_INFINITO'!

Este exemplo mostra a essência do paradoxo: qualquer tentativa de criar um decisor para o problema da
parada pode ser contradita por um programa especialmente construído para “desobedecer” a previsão.

Implicações Práticas
A indecidibilidade do Problema da Parada não é apenas uma curiosidade teórica. Ela tem consequências
diretas na engenharia de software e na ciência da computação.

• Verificação de Software: É impossível criar uma ferramenta que possa verificar se qualquer programa
está livre de loops infinitos.

• Compiladores: Um compilador não pode, em geral, detectar e remover todo o “código morto” (código
que nunca será alcançado), pois isso exigiria resolver o Problema da Parada.

• Inteligência Artificial: É impossível criar um programa que possa determinar se qualquer outro
programa (ou sistema de IA) se comportará de uma certa maneira (por exemplo, “este sistema de IA
sempre seguirá suas diretrizes éticas?”).

Isso não significa que não podemos resolver esses problemas para casos específicos ou usar heurísticas, mas
sim que não existe uma solução geral e perfeita.
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Verificação de Aprendizagem
1: O Coração da Prova

Explique com suas próprias palavras por que a máquina 𝐷 precisa fazer o oposto do que a máquina 𝐻 prevê.
O que aconteceria se 𝐷 simplesmente concordasse com o resultado de 𝐻?

2: Uma Variante do Problema

Considere a linguagem 𝐻𝐴𝐿𝑇𝑇 𝑀 = {⟨𝑀, 𝑤⟩ ∣ 𝑀 é uma TM e 𝑀 para (aceitando ou rejeitando) na entrada 𝑤}.
Mostre que 𝐻𝐴𝐿𝑇𝑇 𝑀 também é indecidível.

LIGHTBULB Dica

Você pode adaptar a prova de 𝐴𝑇 𝑀? Ou pode mostrar que, se você pudesse decidir 𝐻𝐴𝐿𝑇𝑇 𝑀, você
também poderia decidir 𝐴𝑇 𝑀 (um conceito que chamaremos de redutibilidade)?

3: Analisando Código “Impossível”

Um programador júnior mostra a você o seguinte código Python e afirma que ele resolve o Problema da
Parada.
import sys
import threading
import time

def halt_checker(programa_str, entrada_str):
"""
Tenta decidir se o programa para em 10 segundos.
Retorna True se parou, False se estourou o tempo.
"""
# ... (imagine um código aqui que executa 'programa_str' com 'entrada_str')
# ... em uma thread separada.

time.sleep(10) # Espera 10 segundos

# Se a thread ainda estiver viva, o programa não parou.
# if thread.is_alive():
# return False
# else:
# return True
return False # Placeholder

Usando os conceitos da aula, explique de forma precisa por que esta abordagem com um “timeout” (limite
de tempo) não resolve o Problema da Parada. Em termos de Máquinas de Turing, o halt_checker é um
reconhecedor, um decisor ou nenhum dos dois para a linguagem 𝐻𝐴𝐿𝑇𝑇 𝑀?
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