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Introducao: O que significa “Computar”?

Nas aulas anteriores, fizemos uma descoberta chocante: existem infinitamente mais “problemas” (linguagens)
do que “solugdes” (programas). Isso implica que alguns problemas sdo fundamentalmente insoliveis. Mas essa
conclusao nos deixa com uma pergunta central: o que, exatamente, significa que um problema € solucionével?
O que é um “algoritmo”?



Nossa nocao intuitiva de um algoritmo vem da nossa experiéncia com programacao. Um algoritmo é uma
sequéncia de passos bem definidos que resolve uma tarefa.

def is_prime(n: int) -> bool:
"""Verifica se um nimero é primo.
if n <= 1:
return False
for i in range(2, int(n**0.5) + 1):
if n % i ==
return False
return True

nun

print (£"0 ntmero 29 é primo? {is_prime(29)}")
primo? {is_prime(30)}")

™

print (£"0 nimero 30

0 numero 29 & primo? True
0 nimero 30 é primo? False

Este c6digo Python é um algoritmo. Ele tem um conjunto finito de instrugoes, é preciso e sempre termina com
uma resposta “sim” ou “nao” (True/False). Mas para estudar os limites da computacdo de forma rigorosa,
precisamos de um modelo mateméatico de um “algoritmo”, que seja independente de qualquer linguagem de
programacao especifica.

E aqui que entra Alan Turing. Em 1936, ele propos um dispositivo teérico, a Maquina de Turing, para
formalizar a ideia de um “procedimento mecénico”. Este modelo simples, porém poderoso, tornou-se a base
da teoria da computagao.

O objetivo da aula de hoje é: > Definir fungdes computaveis e introduzir o modelo de Maquina de
Turing como a formalizagdo de um algoritmo.

O Modelo da Maquina de Turing (TM)

Imagine o processo de computagdo mais simples possivel. Vocé tem uma longa fita de papel, um lapis com
borracha e um conjunto de regras. A Méaquina de Turing é a formalizagdo dessa ideia.

Ela consiste em trés partes principais:

1. A Fita (Tape): Uma fita infinitamente longa, dividida em células. Cada célula pode conter um tnico
simbolo de um alfabeto. A fita armazena a entrada, os calculos intermedidrios e a saida.

2. O Cabecote (Head): Um dispositivo que pode ler o simbolo na célula atual, escrever um novo sfimbolo
no lugar e se mover uma célula para a esquerda (L) ou para a direita (R).

3. A Unidade de Controle (State Control): Um “cérebro” com um ntmero finito de estados internos.
Em qualquer momento, a maquina estd em um dos seus estados. O estado atual dita o que fazer a
seguir, como uma memoéria de trabalho.

A “programacio” de uma Maquina de Turing é sua fungao de transig¢do, que é um conjunto de regras do
tipo:

“Se vocé estd no estado A e o simbolo sob o cabecote é X, entao:



1. Escreva o simbolo Y.
2. Mova o cabegote para a Direita (R).
3. Mude para o estado B.”
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Figure 1: Componentes de uma Méquina de Turing.

Definicao Formal

Formalmente, uma Méquina de Turing é uma 7-tupla M = (Q, %,T, 4, qq,

e @: Um conjunto finito de estados.

qaccept ’ qreject ) ’ onde:




e 3: O alfabeto de entrada. Os simbolos que podem estar na fita inicialmente. Nao contém o simbolo
“em branco”.

e I': O alfabeto da fita. Inclui todos os simbolos de ¥ mais o simbolo “em branco” (Ll).

¢« 0:QxI = QxT x{L,R}: A funcao de transi¢io. E o programa da maquina.

e gy € Q: O estado inicial.

* Guceept € @ O estado de aceitagdo. Se a maquina entra neste estado, ela para e aceita a entrada.

* Greject € @ O estado de rejeigdo. Se a miquina entra neste estado, ela para e rejeita a entrada.

(Defini¢ao baseada em (Sipser, 2012, p. 168)).

Como uma Maquina de Turing Computa

Quando uma Méaquina de Turing (TM) recebe uma string de entrada w, ela a escreve no inicio da fita,
posiciona o cabegote no primeiro simbolo e inicia no estado g,. A partir dai, a fun¢do de transic¢do § assume
o controle. Existem trés resultados possiveis para essa computacao:

1. Aceita: A maquina eventualmente entra no estado gy, € para. Dizemos que a TM aceita a string w.

2. Rejeita: A maquina eventualmente entra no estado ¢,.;..; € para. Dizemos que a TM rejeita a string
W

3. Entra em Loop: A méiquina nunca para. Ela continua executando as transi¢ées indefinidamente.

Essa distingao nos leva a duas definigoes cruciais de “solucionabilidade”:
Linguagem Turing-Reconhecivel: Uma linguagem L ¢é dita reconhecivel se existe uma TM M tal que:

e Sew € L, M aceita w.
e Se w ¢ L, M ou rejeita w ou entra em loop.

Um reconhecedor nos dda uma resposta “sim” garantida para strings na linguagem, mas pode nao nos dar uma
resposta definitiva para strings fora dela.

Linguagem Turing-Decidivel: Uma linguagem L é dita decidivel se existe uma TM M que para em
todas as entradas:

e Sew € L, M aceita w.
e Sew ¢ L, M rejeita w.

Uma TM que decide uma linguagem é chamada de decisor. Ela sempre para e nos dda uma resposta clara de
“stm” ou “néao”.

Problemas decidiveis sao o que consideramos “efetivamente solucionaveis” por um computador.

Funcgoes Computaveis

Além de decidir linguagens (responder sim/néo), as TMs podem calcular fungdes.



Ling. Turing-Reconheciveis

Apenas Reconheciveis
(Nao-Decidiveis)

Propriedades:
- Para se 'sim'
- Pode loop se 'néao
- Ex: Problema da Parada

Decidiveis

Propriedades:
- TM sempre para
- Resposta 'sim' ou 'n&o'
- Ex: Paridade de 1s

Figure 2: Particdo das linguagens reconheciveis em decidiveis e ndo-decidiveis.



1 Defini¢ao

Uma fungédo f: ¥* — I'* é uma fungdo computével (ou Turing-computdvel) se existe uma Maquina
de Turing M que, para toda entrada w € ¥*, para com a string f(w) na fita e nada mais.

Por exemplo, vamos considerar uma fungdo simples: f(w) = w concatenado com “01”. Se a entrada for “1107,
a saida deve ser “11001".

Uma TM para computar essa funcao faria o seguinte:

1. Comecando no estado ¢, no inicio da string de entrada.

2. Mova o cabecote para a direita, passando por todos os simbolos da entrada, até encontrar o primeiro
simbolo em branco (L).

Quando encontrar L, escreva ‘0.

Mova para a direita.

Escreva ‘1’

6. Pare. (Podemos definir um estado final ¢;,,;; para isso).

U W

Isso demonstra que uma operagao simples, que em Python seria w + "01", corresponde a um procedimento
mecanico que pode ser executado por uma Maquina de Turing.

A Tese de Church-Turing

Isso nos leva a uma das hipdteses mais importantes da ciéncia da computacdo. A Tese de Church-Turing
ndo é um teorema que pode ser provado, mas uma afirmacao que tem resistido ao teste do tempo.

Tese de Church-Turing: A nocio intuitiva de algoritmo é equivalente a no¢do de uma Maquina
de Turing. ((Sipser, 2012, p. 182)).

Isso significa que qualquer coisa que possa ser “computada” por qualquer modelo de computacao razoavel
(um programa Python, cdlculo lambda, um computador quantico idealizado) pode também ser computada
por uma Maquina de Turing.

1 Implicacio prética

Se quisermos provar que um problema é “insoltvel”, basta provar que nenhuma MAaquina de Turing
pode decidi-lo. A Tese de Church-Turing nos da a confianga de que nenhum avango em linguagens de
programacao ou arquitetura de computadores tornara esse problema solivel.

Verificagcao de Aprendizagem

1: Conceitual

Explique a diferenga fundamental entre uma linguagem Turing-reconhecivel e uma Turing-decidivel.
Por que, do ponto de vista préatico de resolver um problema, a propriedade de ser “decidivel” é muito mais
forte e desejavel?



2: Projeto de Alto Nivel de uma TM

Descreva em alto nivel (sem a tupla formal, apenas a estratégia e os passos) como uma Maquina de Turing
poderia decidir a linguagem L = {w | w é uma string bindria com um ndmero par de 1s}.

@ Dica

Pense em como vocé resolveria isso com “memoria”. Como os estados da TM podem servir como essa
memoria?

3: Conectando com Python (Tese de Church-Turing)

Considere a seguinte funcdo em Python que decide a linguagem da Questao 2.

def numero_par_de_uns(w: str) -> bool:
"""Decide se a string w tem um numero par de 1s."""
count = 0
for char in w:
if char == '1':
count += 1
return count % 2 == 0

Com base na Tese de Church-Turing, o que a existéncia deste programa Python nos permite concluir sobre a
linguagem L? A linguagem L é decidivel, reconhecivel ou nenhuma das duas? Justifique sua resposta.
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