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Objetivos da Aula

e Compreender o conceito de conjuntos enumeraveis e nao-enumeraveis
e Diferenciar entre conjuntos contaveis e nao-contaveis
e Aplicar o conceito de enumeragao em problemas computacionais

Conteudo
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1 Defini¢oes essenciais

o Enumeravel (contavel): existe bijegdo com N, ou enumeracao total (e: N — A).
o Nao-enumeravel: nao existe tal bijecio; cardinalidade estritamente maior que |NJ.
e Cardinalidades:

— |N| = R (contavel).




— |(0,1)] = |R| = ¢ (continuo), ndo-enumeravel (prova por diagonalizagdo de Cantor; ver Sipser
(2012)).
o Fatos uteis:
— Uniao contavel de conjuntos enumeraveis é enumeravel.
— Produto cartesiano N x N é enumerével (enumeragao por diagonais).

1. Conjuntos Enumeraveis

e Definicao formal de conjunto enumeravel
o Exemplos de conjuntos enumeraveis:

— Niimeros naturais N

— Numeros inteiros Z

— Numeros racionais Q
e Técnicas de enumeragao

2. Conjuntos Nao-Enumeraveis

¢ O conceito de nao-enumerabilidade
¢ O conjunto dos nimeros reais R
o O conjunto das fungoes f: N — {0,1}

Prova por Diagonalizaciao de Cantor (esbogo)

o Suponha, para fins de contradi¢ao, que as sequéncias infinitas = : N — {0, 1} possam ser enumeradas:
Ty, Lo, Ty, ..n

o Construa a sequéncia y tal que y(i) = 1 — x,(i) (inverte o i-ésimo bit da i-ésima sequéncia).

o Entdo y difere de cada z; no i-ésimo bit, logo y néo aparece na enumeragdo — contradigdo. Portanto, o
conjunto é ndo-enumerével (ver Sipser (2012)).

3. Cardinalidade e Comparagao de Conjuntos

e Nogao de cardinalidade
o Conjuntos equipotentes
e O conceito de contagem em conjuntos infinitos

Diagrama: Enumeracao por Diagonais em N x N

Prova: Produto de Enumeraveis é Enumeravel (esbogo)
Sejam A = {a;};cy e B = {b;} ;o) enumeragdes. Para enumerar A x B:

o Considere o reticulado de indices (i,j) € N x N e percorra por diagonais de soma s =i + j crescente
(ver Section ).

o Liste os pares (a;,b;) na mesma ordem dos indices.

Alternativamente, use a fung¢do de pareamento de Cantor 7(i,j) = (i + j)(i + j + 1) + j, que é uma
bije¢do N x N — N. Assim, k = 7 (4, j) fornece uma enumeragao explicita.



Inicio

Diagopais

s=2: (1,1)

s=3: (1,2),(2,1)

s=4:(1,3),(2,2),(3,1)

s=5:(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)

Ordem por soma s=n+m
crescente; percorre cada
diagonal listando pares
(n,m).

Figure 1: Enumeracao por Diagonais em N x N




Exemplo: Enumerando os Niimeros Racionais
from math import gcd

def racionais_positivos_unicos():
"""Gera racionais positivos em termos reduzidos (n/d) sem duplicatas,
percorrendo diagonais de n+td = s (s = 2,3,...) em ordem crescente."""
s = 2
while True:
for n in range(1l, s):

d=s-n
if gcd(n, d) == 1:
yield (n, d)
s += 1

print ("Primeiros 20 racionais positivos em termos reduzidos (n/d):")
gen = racionais_positivos_unicos()
for i in range(20):

n, d = next(gen)

print (f"{n}/{d}", end="\n" if i ), 5 == 4 else " ")

Primeiros 20 racionais positivos em termos reduzidos (n/d):
1/1 1/2 2/1 1/3 3/1
1/4 2/3 3/2 4/1 1/5
5/1 1/6 2/5 3/4 4/3
5/2 6/1 1/7 3/5 5/3

Figure 2

Diagrama: Relagao entre Conjuntos Numéricos

1 Atividade Prética

1. Implemente uma funcdo em Python que gere os numeros inteiros na seguinte ordem:
0,1,—-1,2,—2,3,-3, ...

2. Explique por que o conjunto dos nimeros reais entre 0 e 1 é ndo-enumerdvel (veja Section ).

3. Demonstre que o conjunto dos nimeros algébricos é enumeravel.

Exercicios para Casa

1. Mostre que a unidao de uma quantidade enumerédvel de conjuntos enumeraveis é enumeravel.

2. O produto cartesiano N x N é enumerdvel? Justifique sua resposta (veja Section e Section ).

3. O conjunto das sequéncias finitas de ntimeros naturais é enumeravel? E o conjunto das sequéncias
infinitas?
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Figure 3: Relagao entre Conjuntos Numéricos
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