O Teorema de Cook-Levin
Prova da NP-completude do problema SAT.
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Objetivos da Aula

o Entender por que um “primeiro” problema NP-Completo é necessario.

o Apresentar o Problema da Satisfatibilidade Booleana (SAT) como o problema canénico.

e Desmistificar a estratégia de prova do Teorema de Cook-Levin: simular uma computagdo NP com uma
férmula booleana.

e Compreender a importancia fundamental deste teorema como a “pedra de Roseta” da NP-Completude.



Conteudo
A Necessidade de um Ponto de Partida
Nas aulas anteriores, estabelecemos a receita para provar que um problema é NP-Completo: 1. Mostrar que

o problema estd em NP. 2. Reduzir um problema ja conhecido como NP-Completo a ele.

Isso nos leva a uma questdo fundamental: como o primeiro problema foi provado NP-Completo? Nao havia
um problema conhecido para reduzir. Era preciso uma prova do zero, que demonstrasse que qualquer
problema em NP poderia ser reduzido a este “problema primordial”.

Este é o papel do Teorema de Cook-Levin, que estabelece a NP-Completude do Problema da Satisfatibili-
dade Booleana (SAT).

O Problema da Satisfatibilidade Booleana (SAT)

Antes de mergulhar na prova, vamos definir precisamente o nosso protagonista.

1 Definicao: SAT
SAT é o problema de decidir se uma dada férmula booleana ¢ é satisfazivel.

e Uma férmula booleana é uma expressio com varidveis booleanas (que podem ser V ou F), e os
operadores (E, conjun¢do), (OU, disjuncio) e - (NAQO, negacio).

o Uma férmula é satisfazivel se existe pelo menos uma atribuigdo de valores (Verdadeiro/Falso)
para suas varidveis que torna a férmula inteira Verdadeira.

o A linguagem formal é: SAT = {(¢) | ¢ é uma férmula booleana satisfazivel}

Exemplo:

o ¢y =(xVy)A(—xV y) ésatisfazivel. Atribui¢do: © =V,y = F.
e ¢, = A —x é insatisfazivel. Nenhuma atribuicdo pode torna-la verdadeira.

O Teorema de Cook-Levin

Este é um dos teoremas mais importantes da ciéncia da computagao.

! Teorema de Cook-Levin (1971)

O problema SAT é NP-Completo. (Sipser, 2012, p. 312)

A prova consiste em duas partes, seguindo a definicdo de NP-Completude.
Parte 1: SAT esta em NP

Esta é a parte facil. Precisamos mostrar que, se alguém nos der um “certificado”, podemos verificar a solucao
rapidamente.



o Certificado: Uma atribuicao de valores Verdadeiro/Falso para todas as varidveis da férmula ¢.

o Verificador: Um algoritmo que recebe (¢, atribuigdo) e faz o seguinte:

1. Substitui cada variavel em ¢ pelo seu valor na atribuigao.
2. Avalia a expressdao booleana resultante.
3. Se o resultado for Verdadeiro, aceita. Caso contrario, rejeita.

e Analise de Tempo: A avaliacdo de uma férmula booleana é muito rapida, levando tempo linear no
tamanho da férmula. Portanto, a verificagdo é polinomial. SAT € NP.

Parte 2: SAT é NP-Dificil

Esta é a parte genial e o coracdo do teorema. Precisamos mostrar que qualquer linguagem L em NP pode
ser reduzida em tempo polinomial a SAT (L <, SAT).

Esbog¢o da Prova da NP-Dificuldade de SAT

A Grande Ideia: Vamos mostrar como transformar a computagao de uma Maquina de Turing Nao-
Deterministica (NTM) em uma férmula booleana gigante. A férmula sera construida de tal forma que ela
serd satisfazivel se, e somente se, a NTM aceitar sua entrada.

Estratégia Geral:

1. Seja L uma linguagem qualquer em NP.

2. Por definicio, existe uma NTM, N, que decide L em tempo polinomial, digamos p(n) = n*.

3. Nosso objetivo é construir uma reducao f que, para qualquer entrada w de tamanho n, produz uma
férmula booleana ¢,, tal que:

we L < ¢, ésatisfazivel

Além disso, a construgdo de ¢,, deve levar tempo polinomial.

Simulando a Computacao com Variaveis Booleanas

A computagdo de uma NTM pode ser visualizada como uma tabela de computagdo (ou tableau). Cada

linha representa a configuracido da maquina em um passo de tempo. A tabela tem tamanho n* x n*.

Vamos criar varidveis booleanas para descrever esta tabela:

e x_i,j,s: E Verdadeiro se a célula j no passo de tempo i contém o simbolo s.
e h_i,j: E Verdadeiro se o cabegote da TM estd sobre a célula j no passo de tempo 3.
e g_i,k: E Verdadeiro se a TM estd no estado ¢, no passo de tempo .



Tabela de Computacéo

(Tamanhn nfn) v n(n)\

Configuracao 0 (Inicial)

Configuracao 1

Uma Configuracao:
...|g7|alb|c|...

Configuracao p(n)

Figure 1: Uma tabela de computacdo. Cada linha é uma ‘foto’ da TM em um instante de tempo.



Construindo a Férmula ¢,

A férmula gigante ¢,, serd a conjuncio (E) de quatro sub-férmulas, cada uma garantindo uma propriedade da
computagao:

Pu

= ¢cell A ¢start A ¢move A ¢accept

1. ¢ (Consisténcia da Célula): Garante que cada célula da tabela contém exatamente um simbolo

em cada passo de tempo.

e Para cada célula (i, j): “(a célula contém o simbolo s;) OU (contém s,) OU ..” E “NAO (contém
s1 E s5)7, ete.

2. ¢are (Configuracdo Inicial): Garante que a primeira linha da tabela corresponde & configuragéo

inicial da NTM com a entrada w.

e “No tempo 0, o estado é g, E “No tempo 0, o cabecote estd na posicdo 1.” E “No tempo 0, a
célula 1 contém o primeiro simbolo de w,” etc.

3. Pove (Transigoes Vélidas): Esta é a parte mais complexa. Ela garante que cada linha da tabela

(configuragdo) segue legalmente da linha anterior, de acordo com as regras de transicio da NTM.

e Para cada “janela” de 2 x 3 células na tabela, a configuragdo na linha de baixo deve ser uma das
possibilidades permitidas pela funcéo de transicdo da NTM, dado o estado e os simbolos na linha
de cima. Isso é codificado como uma grande disjuncéo (0U) de todas as transigdes validas.

4. Puccepr (Condicdo de Aceitagdo): Garante que, em algum momento, a miquina entra no estado de

aceitagao.

 “(No tempo 0, 0 estado é q,ccepr) OU (No tempo 1, 0 estado € q,..ept) OU ... OU (No tempo p(n),
0 estado é @uecept)””

A Conexao Final:

e Se a NTM N aceita w, existe uma sequéncia de configuragdes vilidas (um caminho na arvore de

computacdo) que leva a aceitagdo. Essa sequéncia corresponde a uma atribuigao de Verdadeiro/Falso
para as variaveis que satisfaz todas as quatro partes da férmula.

e Se a NTM N nao aceita w, nao existe tal sequéncia. Qualquer tentativa de preencher a tabela violara

pelo menos uma das regras (Psq,1) Prmove OU Puceept), tornando a férmula insatisfazivel.

A construcao da férmula em si é um procedimento mecéanico que leva tempo polinomial no tamanho da tabela,
que é O((n*)?) = O(n?*). Isso completa a prova.

Exercicios de Verificagao



1 Atividade Pratica

1. Conceitual: Por que a prova do Teorema de Cook-Levin precisa usar uma Maquina de Turing
Nao-Deterministica como base para a simulagdo, em vez de uma deterministica?

2. A Importancia das Sub-férmulas: O que aconteceria se a férmula ¢, ndo incluisse a parte
10} ? Que tipo de “computacgao invalida” uma atribuicao satisfatéria poderia representar?

move *

3. Python e SAT Solvers: Na pratica, problemas SAT sio resolvidos por programas chamados
“SAT Solvers”. Embora o problema seja NP-Completo no pior caso, esses solvers usam heuristicas
incrivelmente eficientes. Pesquise brevemente sobre um SAT Solver moderno (ex: MiniSat, Z3,
Glucose) e descreva em uma ou duas frases qual a principal técnica que eles usam para evitar a
busca por forga bruta de 2.
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