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Objetivos da Aula

¢ Definir formalmente a classe P de problemas resolviveis em tempo polinomial.

e Definir a classe NP usando a nog¢ao de verificacdo em tempo polinomial.

e Distinguir claramente entre resolver um problema e verificar uma solugao.

e Apresentar a questao P vs. NP como o problema em aberto mais importante da ciéncia da computacgao.

Contetudo
Revisitando a Classe P

Na aula anterior, introduzimos a Classe P como nossa formalizacao para problemas “eficientemente solu-
cionaveis” ou “trataveis”.



i Definicao Essencial: Classe P

P é a classe de linguagens (problemas de decisdo) que podem ser decididas por uma Maquina de
Turing deterministica em tempo polinomial.
Formalmente:
P = | | TIME(nF)
k>1
Em termos simples: se um problema estd em P, existe um algoritmo para ele que roda em tempo O(n*)
para alguma constante k, onde n é o tamanho da entrada.

Problemas em P sdo 6timos de se ter. Encontrar um caminho em um grafo, ordenar uma lista, multiplicar
matrizes — todos eles tém algoritmos eficientes que podemos executar em computadores reais.

Exemplos Classicos de Problemas em P

Vejamos alguns exemplos fundamentais de problemas que estdo em P, conforme apresentados em (Sipser,
2012):

1. PATH = {(G, s,t) | G é um grafo direcionado que contém um caminho direcionado de s para t}
o Algoritmo: Busca em largura (BFS) ou busca em profundidade (DFS)
o Complexidade: O(m + n) onde m é o ntimero de arestas e n o nimero de vértices
2. RELPRIME = {(x,y) | « e y sdo inteiros relativamente primos}
¢ Algoritmo: Algoritmo de Euclides para calcular o MDC
o Complexidade: O(n) onde n é o nimero de bits na entrada
3. PRIMES = {(p) | p é um ndmero primo}
o Algoritmo: Teste de primalidade AKS (Agrawal-Kayal-Saxena)
« Complexidade: O((logn)'?) - polinomial no tamanho da entrada (Sipser, 2012)

@ Por que tempo polinomial?

A escolha de tempo polinomial como definicao de “eficiente” nao é arbitraria:
1. Robustez: A classe P é invariante sob diferentes modelos de computacao razoaveis
2. Fechamento: P é fechada sob operagoes naturais como composi¢gao
3. Correspondéncia pratica: Na pratica, algoritmos polinomiais tendem a ser viaveis, enquanto
algoritmos exponenciais nao sao
4. Distincdo clara: A diferenca entre n'%° e 27 ¢ significativa conforme n cresce

A Classe NP: O Poder da Verificagao

Agora, vamos considerar um tipo diferente de problema. Imagine que vocé estd tentando resolver um
quebra-cabega Sudoku.

¢ Resolver o Sudoku do zero: Pode ser muito dificil. Vocé pode precisar tentar varias combinagoes,
voltar atrds (backtracking), e isso pode levar muito tempo.

e Verificar uma solugao completa: Se alguém lhe entregar um Sudoku preenchido e disser “aqui esta
a solucao”, é extremamente facil e rapido verificar se a solugdo esta correta. Vocé sé precisa checar



cada linha, coluna e bloco para garantir que nao hd niimeros repetidos.

Essa distingao entre “dificil de resolver, mas facil de verificar” é a esséncia da Classe NP.

1 Definicao Formal: Classe NP

NP é a classe de linguagens que possuem verificadores em tempo polinomial.
Uma linguagem L estd em NP se existe um algoritmo V (o verificador) e uma constante k tal que:

we L < 3c,|c| < Jw|F, tal que V((w,c)) aceita em tempo polinomial.

Onde:
e w é a instancia do problema (o tabuleiro Sudoku vazio).
o ¢ é o “certificado” ou “testemunha” (o Sudoku preenchido).
e V¢ o verificador que, dado o problema e o certificado, confirma a solugao rapidamente.

NP significa Nondeterministic Polynomial Time (Tempo Polinomial Nao-Deterministico). Uma defini¢ao
alternativa e equivalente é que NP ¢é a classe de problemas que podem ser resolvidos em tempo polinomial
por uma Maquina de Turing Nao-Deterministica. A NTM “adivinha” magicamente o certificado correto e
depois o verifica.

Definicao Alternativa: NP via Maquinas de Turing Nao-Deterministicas

i Definicao Alternativa de NP

Uma linguagem L estd em NP se existe uma Maquina de Turing Nao-Deterministica (MTN) que decide
L em tempo polinomial.
Formalmente:

NP = | | NTIME(n*)

k>1

onde NTIME(t(n)) é a classe de linguagens decidiveis por uma MTN em tempo O(t(n)).

Teorema (Sipser, 2012): As duas definigdes de NP sdo equivalentes: 1. Linguagens com verificadores em
tempo polinomial 2. Linguagens decidiveis por MTN em tempo polinomial

Prova (Esbogo):
e (=) Se L tem verificador V em tempo O(n*), construimos uma MTN N que:

1. Nio-deterministicamente “adivinha” um certificado ¢ de tamanho < n*
2. Executa V deterministicamente em (w, )
3. Aceita se V aceita

O tempo total é polinomial.
e (<) Se L é decidida por MTN N em tempo O(n*), construimos um verificador V que:

1. Recebe entrada (w, c) onde ¢ codifica as escolhas ndo-deterministicas de N
2. Simula N em w seguindo as escolhas especificadas em ¢



3. Aceita se a simulagdo aceita

O tempo de verificacdo é polinomial. [J

Exemplos Classicos de Problemas em NP
Vejamos exemplos detalhados conforme (Sipser, 2012):
1. HAMPATH = {(G, s,t) | G é um grafo direcionado contendo um caminho hamiltoniano de s para ¢}
e Certificado: Uma sequéncia de vértices vy, v, ..., v,
e Verificador: Verifica que:
—vy=sev, =t
— Todos os vértices sao distintos
— (v;,v;41) é uma aresta para todo i
e Tempo: O(n?) onde n é o ntimero de vértices

2. CLIQUE = {(G,k) | G é um grafo nao-direcionado contendo uma k-clique}

¢ Certificado: Um subconjunto C de k vértices
¢ Verificador: Verifica que todo par de vértices em C' estd conectado por uma aresta
o Tempo: O(k?)

3. SUBSET-SUM = {(S,t) | S é um multiconjunto de inteiros cuja soma de algum subconjunto é ¢}

e Certificado: Um subconjunto R C S
¢ Verificador: Soma os elementos de R e verifica se a soma é ¢
o Tempo: O(n) onde n = |S|

4. SAT = {(¢) | ¢ é uma férmula booleana satisfazivel}

e Certificado: Uma atribuicao de valores para as variaveis
e Verificador: Avalia ¢ sob a atribuicao
o Tempo: O(n) onde n é o tamanho de ¢

! Observacao Fundamental

Observe que, para todos esses problemas:
o N&o conhecemos algoritmos polinomiais para resolvé-los (encontrar o certificado)
e Mas temos algoritmos polinomiais triviais para verificar uma solugao proposta
Esta é a esséncia da diferenca entre P e NP!

A Grande Questao: P vs. NP

E f4cil ver que todo problema em P também estd em NP. Se podemos resolver um problema em tempo
polinomial, podemos certamente verificar uma solugdo em tempo polinomial (basta ignorar o certificado e
resolver o problema do zero). Portanto, P C NP.

A questao de um milhdo de ddlares, literalmente (oferecido pelo Clay Mathematics Institute), é:



P=NP?

e Se P = NP, isso significaria que todo problema para o qual uma solugdo pode ser verificada rapidamente
também pode ser resolvido rapidamente. Isso teria consequéncias revoluciondrias para a ciéncia,
engenharia, economia e, especialmente, criptografia (que se baseia na dificuldade de certos problemas
em NP).

e Se P #+ NP, como a maioria dos cientistas da computagéo acredita, isso significa que existem problemas
(como SAT e HAMPATH) que sdo fundamentalmente mais dificeis de resolver do que de verificar.

Diagrama: A Relacio entre P e NP

NP (Problemas com

verificagéo rapida)
P (Problemas com solucéo

PATH
(caminho em grafo)

RELPRIME HAMPATH CLIQUE SAT SUBSET-SUM
(primalidade relativa) (caminho hamiltoniano) (k-clique) (satisfatibilidade) (soma de subconjunto)

PRIMES
(teste de primalidade)

Figure 1: A relagdo (acreditada) entre as classes P e NP.

Aqui estd um diagrama mais completo mostrando também co-NP:

i Interpretacio dos Diagramas

e Verde (P): Problemas que sabemos resolver eficientemente

e Amarelo (NP): Problemas onde podemos verificar solugdes eficientemente

e Azul (co-NP): Complementos de problemas em NP

¢ Rosa (EXPTIME): Problemas resolviveis em tempo exponencial
Questoes em aberto:

o P = NP? (Acredita-se que néo)

e NP = co-NP? (Acredita-se que nao)

« NP EXPTIME? (Acredita-se que sim, mas nao provado!)

Exemplos em Python: Resolver vs. Verificar

Vamos ilustrar a diferenca P vs. NP com problemas concretos, demonstrando a disparidade entre resolver e
verificar.

Exemplo 1: SUBSET-SUM
O problema SUBSET-SUM ¢ um exemplo cldssico em (Sipser, 2012):
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Figure 2: Hierarquia das classes de complexidade (conjectural).



e Problema: Dado um conjunto de inteiros S e um alvo t, existe um subconjunto de S cuja soma é
exatamente ¢7?

# -——— 0 Verificador (Polinomial) ---
def verificar_subset_sum(conjunto, alvo, certificado):

Verifica se o 'certificado' (um subconjunto) & uma solugdo valida.
Esta operagdo é RAPIDA (linear no tamanho do conjunto).

soma_certificado = sum(certificado)

# Verifica se a soma estad correta e se todos os elementos do certificado
# realmente pertencem ao conjunto original.
if soma_certificado != alvo:

return False

return all(item in conjunto for item in certificado)

# --- 0 Resolvedor (Exponencial, forga bruta) ---
def resolver_subset_sum_forca_bruta(conjunto, alvo):
nnn
Tenta encontrar uma solucgdo por forga bruta.
Testa TODOS os 2°n subconjuntos possiveis.
Esta operagdo é LENTA (exponencial).
nnn
n = len(conjunto)
# Itera de 1 até 2°n - 1
for i in range(l, 1 << n):
soma_atual = 0
subconjunto_atual = []
for j in range(n):
# Usa mascaras de bits para gerar todos os subconjuntos
if (4 >> §) & 1:
soma_atual += conjuntol[j]
subconjunto_atual.append(conjunto[j])

if soma_atual == alvo:
return subconjunto_atual # Encontrou a solucdo

return None # Nenhuma solugdo encontrada
# --- Exemplo de Uso ---
meu_conjunto = [3, 1, 4, 1, 5, 9, 2, 6, 5, 3, 5]

meu_alvo = 9

print("--- Verificando uma solugdo (rapido) ---")



solucao_proposta = [3, 1, 5]
resultado_verificacao = verificar_subset_sum(meu_conjunto, meu_alvo, solucao_proposta)
print(f"A solucdo {solucao_proposta} é valida? {resultado_verificacaol}")

print("\n--- Resolvendo do zero (lento) ---")
solucao_encontrada = resolver_subset_sum_forca_bruta(meu_conjunto, meu_alvo)
print (f"Solugdo encontrada por forga bruta: {solucao_encontradal}")

# Demonstrando a diferenca de complexidade

print("\n--- Andlise de Complexidade ---")

print (f"Tamanho do conjunto: {len(meu_conjunto)}")

print (f"Namero de subconjuntos possiveis: 27 {len(meu_conjunto)} = {2**len(meu_conjunto)}")
print(f"Tempo do verificador: 0(n) = 0({len(meu_conjunto)})")

print (f"Tempo do resolvedor: 0(2°n) = 0({2**len(meu_conjunto)})")

--- Verificando uma solug8o (rapido) ---
A solugdo [3, 1, 5] é& valida? True

--— Resolvendo do zero (lento) ---
Solugdo encontrada por forga bruta: [3, 1, 4, 1]

--- Anadlise de Complexidade ---

Tamanho do conjunto: 11

Namero de subconjuntos possiveis: 2711 = 2048
Tempo do verificador: 0(n) = 0(11)

Tempo do resolvedor: 0(2°n) = 0(2048)

Exemplo 2: HAMPATH (Caminho Hamiltoniano)

Vamos implementar verificador e resolvedor para o problema do caminho hamiltoniano:

from itertools import permutations

def verificar_hampath(grafo, inicio, fim, certificado):
nmoan
Verifica se 'certificado' & um caminho hamiltoniano valido de inicio até fim.
Tempo: 0(n"2) onde n é o numero de vértices.

Args:
grafo: dicionario de adjacéncias {vértice: [vizinhos]}
inicio: vértice inicial
fim: vértice final
certificado: lista de vértices representando o caminho
nnn
# Verifica se comega e termina nos vértices corretos
if len(certificado) == 0 or certificado[0] != inicio or certificado[-1] != fim:



return False

# Verifica se todos os vértices aparecem exatamente uma vez
if len(certificado) != len(set(certificado)) or len(certificado) != len(grafo):
return False

# Verifica se h& arestas consecutivas
for i in range(len(certificado) - 1):
if certificado[i+1] not in grafo.get(certificado[i], [1):
return False

return True

def resolver_hampath_forca_bruta(grafo, inicio, fim):
nnn
Encontra um caminho hamiltoniano por forga bruta.
Tempo: 0(n!) - MUITO lento!

vertices = list(grafo.keys())

# Remove inicio e fim da lista de vértices intermedidrios
vertices_meio = [v for v in vertices if v != inicio and v != fim]

# Testa todas as permutagbes dos vértices intermediarios
for perm in permutations(vertices_meio):
caminho = [inicio] + list(perm) + [fim]

# Verifica se este caminho & valido
valido = True
for i in range(len(caminho) - 1):
if caminho[i+1] not in grafo.get(caminho[i], []):
valido = False
break

if valido:
return caminho

return None

# ——— Exemplo de Uso ---
# Grafo exemplo: um ciclo com 5 vértices
grafo_exemplo = {

'A': ['B', 'E'l,

'B': ['A', 'C'],

ICI: [lBI’ lDI]’



D' [lCI’ IEI]’
B [IDI, 'A']

print("=== HAMPATH: Caminho Hamiltoniano ===\n")
print (f"Grafo: {grafo_exemplo}\n")

# Testando o verificador
certificado_valido = ['A', 'B', 'C', 'D', 'E']
certificado_invalido = ['A', 'C', 'B', 'D', 'E']

print("--- Verificagdo (rapida) ---")

print (f"Caminho {certificado_valido}: {verificar_hampath(grafo_exemplo, 'A', 'E', certificado_valido)}"
print (f"Caminho {certificado_invalido}: {verificar_hampath(grafo_exemplo, 'A', 'E', certificado_invalid
print ("\n--- Resolugdo por forga bruta (lenta) ---")

solucao = resolver_hampath_forca_bruta(grafo_exemplo, 'A', 'E')
print(f"Caminho encontrado: {solucaol}")

print("\n--- Andlise de Complexidade ---")

n = len(grafo_exemplo)

print (f"Namero de vértices: {n}")

print (f"Permutacdes a testar: (n-2)! = {n-2}! {eval(f'__import__(\"math\").factorial({n-2})')}")
print (f"Tempo do verificador: 0(n2?) = 0({n**2})")

print(f"Tempo do resolvedor: 0(n!) = crescimento super-exponencial")

=== HAMPATH: Caminho Hamiltoniano ===
Grafo: {IAI: [IBI’ IEI], 'B'Z [IA!, ICl], 'C'Z [IBI’ IDI], 'D'Z [ICl’ IEI], 'E'Z [IDI’ IAI]}

--- Verificag8o (rapida) ---
Caminho ['A', 'B', 'C', 'D', 'E']: True
Caminho ['A', 'C', 'B', 'D', 'E']: False

--- Resolugdo por forga bruta (lenta) ---
Caminho encontrado: ['A', 'B', 'C', 'D', 'E']

--- Andlise de Complexidade ---

Nimero de vértices: 5

Permutacgdes a testar: (n-2)! = 3! 6

Tempo do verificador: 0(n?) = 0(25)

Tempo do resolvedor: 0(n!) = crescimento super-exponencial
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Explosao Combinatéria

Observe que para HAMPATH com apenas 10 vértices:
« O verificador executa em ~100 operagoes (10?)
e O resolvedor forca-bruta executa em ~40.320 operagoes (8!)
o Com 20 vértices, seria 18! ~ 6.4 x 10'° operaces!
Esta é a explosdao combinatéria que torna esses problemas intratdveis na prética.

O codigo demonstra que a verificagao é trivial e rdpida, enquanto a resolugao por forca bruta é muito
lenta. A questao P vs. NP, para estes problemas, é: serda que existe um algoritmo inteligente que rode em
tempo polinomial? (Até hoje, ninguém encontrou um).

Propriedades Importantes da Classe NP

Antes dos exercicios, vejamos algumas propriedades fundamentais de NP conforme (Sipser, 2012):

i Teorema: P NP

Teorema: P C NP
Prova: Seja L € P. Entéao existe uma MT deterministica M que decide L em tempo polinomial p(n).
Construimos um verificador V para L da seguinte forma:

o Vrecebe entrada (w,c) (onde ¢ é um certificado qualquer)

e Vignora completamente ¢

e Vsimula M em w e aceita se M aceita

Como M roda em tempo p(n), o verificador V também roda em tempo polinomial. Portanto, L € NP.
O

@ Fechamento de NP

A classe NP é fechada sob as seguintes operagoes:

1. Unido: Se L, L, € NP, entdo L, UL, € NP

2. Concatenagao: Se L;,L, € NP, entdo L, o L, € NP

3. Estrela de Kleene: Se L € NP, entao L* € NP
Ideia: Os certificados podem ser combinados de forma apropriada. Por exemplo, para unido, o
certificado indica qual linguagem aceita a entrada e fornece o certificado correspondente.

I Co-NP
Define-se também a classe co-NP:

co-NP = {L | L € NP}

Ou seja, co-NP contém os complementos das linguagens em NP.
Exemplo: SAT = “esta férmula é insatisfazivel?” estd em co-NP.
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Questao aberta: NP = co-NP? (Acredita-se que néo)
Observagao: Se P = NP, entdo NP = co-NP (pois P é fechado sob complemento).

Exercicios de Verificagao

1 Atividade Pratica

1. Classificacdo: O problema do Caixeiro Viajante (TSP) pergunta: “Dado um conjunto de
cidades e distancias entre elas, existe um tour que visita todas as cidades e retorna a origem com
um custo total menor que k?”. Explique por que este problema esta na classe NP. Qual seria o
certificado?

2. P ou NP7?: Considere o problema de Multiplicagdo de Matrizes: “Dadas duas matrizes A e
B, o produto delas é C?”. Este problema estd em P ou apenas em NP? Justifique.

3. Implicagdes: Suponha que um pesquisador anuncie amanha que provou que P = NP. Qual
seria a implicagdo mais significativa para a seguranca na internet, que depende de algoritmos
como o RSA (cuja seguranca se baseia na dificuldade de fatorar grandes niimeros)?

4. Verificadores: Considere o problema COMPOSTOS = {(n) | n é um ntmero composto
(ndo-primo)}. Mostre que este problema estd em NP construindo um verificador apropriado. Qual
seria o certificado?

5. Co-NP: O problema HAMPATH = “o grafo G NAO possui caminho hamiltoniano de s para t”
estd em co-NP. Por que é dificil mostrar que estd em NP? O que seria um certificado para provar
que néo existe caminho hamiltoniano?

6. Fechamento: Use a propriedade de fechamento sob unido para mostrar que o problema “existe
um caminho hamiltoniano OU uma 3-clique em G?” estd em NP.

Perspectivas e Importancia Histérica

A questao P vs. NP é considerada por muitos como o problema mais importante da ciéncia da computacao, e
um dos problemas mais importantes de toda a matematica.

! O Prémio do Milénio

Em 2000, o Clay Mathematics Institute designou P vs. NP como um dos sete Problemas do Prémio do
Milénio, oferecendo US$ 1.000.000 pela primeira solucao correta.

Até hoje, o problema permanece sem solugdo. Apenas um dos sete problemas (a Conjectura de Poincaré)
foi resolvido desde entao.

Por que P vs. NP é tao importante?

1. Implicagées praticas: Milhares de problemas importantes em otimizacao, planejamento, design de
circuitos, bioinformética, etc., sio NP-completos (préxima aula). Se P = NP, todos eles teriam solugdes
eficientes.
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2. Fundamentos da criptografia: A seguranca de praticamente toda a criptografia moderna depende
da suposicao de que P NP.

3. Limites da computagao: A resposta determinard limites fundamentais sobre o que computadores
podem fazer eficientemente.

4. Filosofia da matematica: Relaciona-se com questdes profundas sobre provas mateméticas. Se P =
NP, existiriam “atalhos” para encontrar provas de teoremas (Sipser, 2012).

Evidéncias e Crencgas
Por que a maioria dos cientistas acredita que P NP?

1. Décadas de tentativas: Milhares de pesquisadores tentaram encontrar algoritmos polinomiais para
problemas NP-completos por mais de 50 anos, sem sucesso.

2. Separagoes em outros modelos: Existem separagoes andlogas em outros modelos de computacao.
3. Intuigao: Parece “improvavel” que verificar seja tao facil quanto encontrar.

Mas nao temos prova! Todas as tentativas de provar P NP esbarraram em barreiras técnicas fundamentais,
como:

e Barreiras de relativizacgao
e Barreiras de algebrizagao
e Barreiras de circuitos booleanos

(3 . . . 7 .
1 Curiosidade Histérica

O problema P vs. NP foi formalmente formulado por Stephen Cook em 1971 e, independentemente,
por Leonid Levin na URSS. Suas contribui¢oes fundamentais levaram a descoberta dos problemas
NP-completos (que estudaremos na préxima aula).

A carta de Kurt Godel para John von Neumann em 1956 ja discutia essencialmente a mesma questao,
mostrando que a ideia é ainda mais antiga! (Sipser, 2012)

Proéoximos Passos

Na préxima aula, estudaremos os problemas NP-completos: problemas em NP que sdo, em certo sentido,
os “mais dificeis” de NP. Veremos que:

e Se algum problema NP-completo estiver em P, entdao P = NP
e Se algum problema NP-completo ndo estiver em P, entao P NP

Isso torna os problemas NP-completos centrais para resolver a questao P vs. NP!
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